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I - INTRODUCTION
La formulation des Principes Variationnels ne permet pas de de´crire des parti-
cules 1 doue´es de proprie´te´s dipolaires, et, en particulier, elle ne fournit pas de mode`le de
particule e´le´mentaire a` spin.
On admet ge´ne´ralement que le mouvement d’une particule dans le champ de
gravitation s’obtient en utilisant le principe des ge´ode´siques. Les particules de masse non
nulle, soumises a` l’influence du champ de gravitation de´crivent des ge´ode´siques du genre
temps de l’univers. On postule d’autre part que la ligne d’univers d’une particule de masse
nulle est une ge´ode´sique isotrope.
Ainsi, on ne´glige le spin des particules e´le´mentaires pour e´tablir les e´quations de
leurs mouvements, et il n’y a pas de distinction entre des particules de meˆme masse et de
spins diffe´rents (photon et neutrino, par exemple).
Cependant la description - non quantique - d’une particule a` spin dans le champ
de gravitation peut se faire a` l’aide des e´quations fournies par le formalisme symplectique
connaissant la forme symplectique pour une particule e´le´mentaire en relativite´ restreinte ([12])
on induit l’expression de la forme symplectique en relativite´ ge´ne´rale pour cette meˆme particule
([4]). Le mode`le de particule ainsi obtenu est plus complet, mais ne fait pas apparaˆıtre, dans
le cas d’une particule de masse non nulle, d’effet gravitationnel nouveau qui soit mesurable
dans les conditions usuelles. Cette proce´dure n’est pas utilisable dans le cas d’une particule
de masse nulle.
Une seconde me´thode consiste a` de´duire les e´quations du mouvement d’une par-
ticule a` spin a` partir d’e´quations universelles qui sont obtenues par une formulation nouvelle
du principe de relativite´ et des principes fondamentaux de la me´canique ([3]). Elle per-
met d’e´tendre la description a` des particules a` spin qui posse`dent une charge e´lectrique
et un moment magne´tique en traitant simultane´ment le champ de gravitation et le champ
e´lectromagne´tique. Il est d’autre part remarquable qu’elle conduise a` un formalisme symplec-
tique e´quivalent au premier, et que le mode`le obtenu se preˆte ainsi a` la pre´-quantification
([3],[5]).
1. Nous appelons ”particule” tout objet de dimensions suffisamment petites et dont on pourra
ne´gliger l’influence en tant que source du champ de gravitation.
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C’est cette seconde me´thode que nous allons utiliser pour construire un mode`le
de particule e´le´mentaire a` spin, de masse nulle, en relativite´ ge´ne´rale.
La premie`re partie est consacre´e a` un rappel du formalisme utilise´ pour construire
ce mode`le.
Dans la deuxie`me partie, nous donnons les e´quations du mouvement d’une par-
ticule e´le´mentaire de masse nulle, et nous traitons le cas simple des mouvements de cette
particule dans un espace de De Sitter.
Enfin, dans la troisie`me partie, nous e´tudions le cas de l’univers de Schwarzschild,
important du point de vue physique, et nous donnons une inte´gration nume´rique des e´quations
du mouvement.
II - RESULTATS PRELIMINAIRES
Cette partie reprend les re´sultats de la re´fe´rence ([3]) relatifs au champ de gra-
vitation. On se reportera par conse´quent a` la re´fe´rence pre´cite´e pour les de´monstrations.
1 - Le principe de relativite´
Soit V4 la varie´te´ ”univers” de classe C∞ et de dimension quatre ; la gravitation
y est de´crite par la donne´e d’un champ x 7→ g diffe´rentiable, de tenseurs covariants d’ordre
deux, syme´triques, re´guliers et de signature +−−−. Ce champ de´finit sur V4 une ge´ome´trie
riemannienne hyperbolique normale. Soit S l’ensemble des champs de ce type : c’est une
partie de l’ensemble E∞ des champs de tenseurs covariants d’ordre deux et syme´triques de
V4. E∞ est un espace vectoriel de dimension infinie.
On conside`re par ailleurs le groupe G des diffe´omorphismes 2 de V4 a` support
compact, i.e., qui se re´duisent a` l’identite´ en dehors d’un compact de V4. L’univers V4 est
suppose´ connexe et non compact.
2. diffe´omorphisme : application d’un ouvert de V4 sur un ouvert de V4 re´gulie`re et diffe´rentiable
ainsi que son inverse.
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Il est facile de de´finir, par image re´ciproque, l’action des e´le´ments du groupe G
sur les champs x 7→ g. D’autre part, l’image d’un e´le´ment de S par un e´le´ment de G est
encore un e´le´ment de S.
Le principe de relativite´ s’e´nonce en disant que l’action des e´le´ments du groupe
G est inobservable.
S (x 7→ g)
(x 7→ [a]−(g))
E∞
G
a
2 - Hyper-espace. Principes de la me´canique
L’e´nonce´ pre´ce´dent du principe de relativite´ conduit a` prendre en conside´ration
l’ensemble H = S/G des orbites de G dans S, et qui est appele´ ”hyper-espace” : il s’interpre`te
comme l’espace des ge´ome´tries riemanniennes hyperboliques normales de V4.
Le champ x 7→ g de V4 est repre´sente´ par un point p ∈ S ⊂ E∞. Soit x 7→ δg
une variation a` support compact du champ : elle correspond a` une variation δp du point p.
Comme p ∈ E∞ qui est un espace vectoriel, δp est aussi un e´le´ment de E∞.
On de´finit la projection δp 7→ δΓ de E∞ sur l’espace vectoriel tangent a` H en
supposant que δp 7→ δΓ est une application line´aire dont le noyau est constitue´ par l’ensemble
des vecteurs tangents a` l’orbite du groupe G au point p.
Or l’ensemble G des champs de vecteurs a` support compact de V4 joue le roˆle
d’alge`bre de Lie du groupe G - de dimension infinie -, et les vecteurs tangents a` l’orbite de
G en p sont obtenus par l’action des e´le´ments de G. Soit x 7→ δx = V un e´le´ment de G :
son action sur un champ de tenseurs est la de´rive´e de Lie de ce champ de tenseurs.
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En choisissant une carte de V4, on aura :
[δLg]µν = ∂̂µVν + ∂̂νVµ (1)
ou` le signe ^ indique la de´rivation covariante, et Vµ sont les composantes covariantes du
vecteur V dans la carte choisie.
Un e´le´ment de l’espace vectoriel tangent a` H est donc une variation x 7→ δg a`
support compact du champ x 7→ g, modulo les variations qui sont des de´rive´es de Lie pour
des champs de vecteurs a` support compact. Ainsi, l’espace vectoriel tangent a` l’hyperespace
H est bien de´fini, en tant qu’espace vectoriel quotient.
G
a
x
a(p)
δp
δΓ
TΓ
H
S
E∞
Γ
V4
p
TΓ est l’espace vectoriel tangent a` H au point Γ.
L’espace vectoriel cotangent T ∗Γ en un point Γ de l’hyperespace H se de´finit par
dualite´ c’est l’ensemble des fonctionnelles line´aires sur les e´le´ments de l’espace vectoriel TΓ
tangent a` H en Γ.
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Il est utile de calculer une fonctionnelle µ ∈ T ∗Γ a` l’aide d’une fonctionnelle M
sur les p ∈ E∞, qui ve´rifie
M(δp) = µ(δΓ) (2)
δΓ e´tant l’image de δp par la projection δp 7→ δΓ
La fonctionnelle M doit e´videmment avoir la proprie´te´
M(δp) = 0 pour δΓ = 0 (3)
C’est-a`-dire qu’elle doit s’annuler sur l’ensemble des vecteurs tangents a` l’orbite de G en p,
qui sont pre´cise´ment tous les δp correspondant a` des δgµν du type (1).
Or, dans le cas des milieux continus, les principes variationnels notamment per-
mettent de faire apparaˆıtre un champ de tenseurs contravariants d’ordre deux, syme´triques,
qui caracte´rise entie`rement les proprie´te´s dynamiques de la matie`re : c’est le champ x 7→ Tµν
de tenseurs impulsion-e´nergie.
Les e´quations de la me´canique sont, dans ce cas, e´quivalentes a`
∂̂µT
µν = 0 (4)
e´quations que l’on e´crit aussi
div T = 0 (5)
ou` ”div” de´signe l’ope´rateur de divergence riemannienne.
Si l’on choisit pour M la fonctionnelle
M(x 7→ δgµν) =
∫
V4
1
2
Tµνδgµνvol (6)
ou` vol est l’e´le´ment de volume riemannien de V4, on montre facilement que le principe de
relativite´ sous sa forme (3) applique´ a` la fonctionnelle de´finie par (6) est e´quivalent a` (4), et
donc aux principes fondamentaux de la dynamique des milieux continus.
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Ainsi, la re´partition continue de matie`re dans V4, caracte´rise´e par le champ
x 7→ Tµν est mise en correspondance biunivoque avec un e´le´ment µ du cotangent de l’hyper-
espace H. On ge´ne´ralise ce choix aux cas ou` la matie`re est ”condense´e” sur une sous-varie´te´
M de V4 ; mais la fonctionnelle M ne sera plus comple`tement continue : ce sera un tenseur
distribution ou tenseur-mesure
µ(δΓ) = M(x 7→ δgµν) =
∫
M
1
2
ΘµνδgµνvolM (7)
ou` les Θµν sont des tenseurs de de´finis sur M seulement, et volM est l’e´le´ment de volume
riemannien de M.
3 - E´quations universelles des particules
On suppose en particulier que pour une particule, la matie`re est condense´e sur
une ligne d’univers Λ ; on obtient la description d’une particule a` moment dipolaire en prenant
une distribution d’ordre un :
µ(δΓ) = M(x 7→ δgµν) =
∫
Λ
(
1
2
Θµνδgµν +
1
2
Φµνρ∂ˆµδgµν
)
dτ (8)
ou` τ de´signe un parame`tre quelconque de Λ.
En e´crivant le principe de relativite´ sous sa forme (3) on trouve que :
en chaque point x de la ligne d’univers Λ, il existe un vecteur P et un tenseur antisyme´trique
S tels que

2Θµν = Pµ
dxν
dτ
+ Pν
dxµ
dτ
2Φµνρ = Sµν
dxρ
dτ
+ Sµρ
dxν
dτ
(9)
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et qui ve´rifient les e´quations universelles 3

dˆP
dτ
= −1
2
R(S)
dx
dτ
dˆS
dτ
= P
dx
dτ
− dx
dτ
P
(10)
L’homoge´ne´ite´ en dτ de ces e´quations ainsi que celle de l’expression de M(x 7→ δgµν) apre`s
la substitution (9), montrent que P et S ne de´pendent pas du parame´trage de Λ. On a donc
de´fini des grandeurs physiques qui s’interpre`tent respectivement comme le vecteur impulsion
et le tenseur de spin de la particule.
On peut remarquer que le syste`me d’e´quations (10) n’est pas de´terministe (car il
y a moins d’e´quations que de variables) on doit lui adjoindre des liaisons de´crivant le type de
particule conside´re´e.
4 - Lois de conservation
Supposons que le champ de gravitation posse`de un groupe de syme´trie G0 qui
agit diffe´rentiablement sur V4. Les e´le´ments obtenus par l’action de l’alge`bre de Lie de G0
sont des champs de vecteurs ayant pour support V4, tels que la de´rive´e de Lie correspondante
du champ x 7→ g soit nulle :
[δLg]µν = ∂̂µVν + ∂̂νVµ = 0 (11)
Cette e´quation (11) montre que ces champs x 7→ V sont des champs de vecteurs de Killing.
On peut faire deux hypothe`ses supple´mentaires, qui n’apportent pas de restriction physique :
3. La barre de´signe la transposition dans l’espace euclidien Tx tangent a` V4 en x, dont la
me´trique est de´finie par le tenseur g.
D’autre part, on de´signera par une meˆme lettre les tenseurs obtenus par ”e´le´vation” ou ”abaissement”
d’indices. Cette identification n’est pas geˆnante ici, car la de´rive´e covariante du tenseur me´trique est nulle
( dˆg = 0) par de´finition de la connexion riemannienne. Cela permettra, en particulier, de conside´rer les
tenseurs du 2e ordre tour a` tour comme des tenseurs covariants, mixtes (identifie´s alors aux ope´rateurs
line´aires sur Tx) et contravariants.
Rλµν,ρ e´tant le tenseur de courbure de V4 la notation R(S) de´signe le tenseur R(S)λρ = Rλµν,ρSµν .
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H1. On peut de´finir, sur l’univers V4, une variable temporelle t ∈ R qui prend toutes les
valeurs de −∞ a` +∞, et dont le gradient est du genre temps ; cette hypothe`se permet de
de´finir globalement le passe´ et le futur.
H2. La matie`re e´tudie´e est borne´e dans l’espace.
Sous ces conditions, l’intersection du support de la matie`re avec un intervalle de temps
quelconque est un compact de V4.
On de´montre alors que la quantite´
p = PµVµ +
1
2
Sµν ∂̂µVν (12)
est une inte´grale premie`re du syste`me d’e´quations universelles.
On peut remarquer que les quantite´s conserve´es, dans le cas ou` les e´quations du mouvement
sont celles des ge´ode´siques, sont
pg = P
µVµ (13)
Elles correspondent aux quantite´s (12) dans lesquelles on a fait S = 0
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III - MODELE DE PARTICULE ELEMENTAIRE DE MASSE NULLE
A` partir du syste`me d’e´quations universelles
(E.U.)
 dˆP = −
1
2
R(S) dx
dˆS = P dx− dxP
nous allons construire un mode`le de particule e´le´mentaire de masse nulle.
Dans les e´quations (E.U.) d est mis pour
d
dτ
ou` τ est un parame`tre quelconque de la
trajectoire.
Nous traduirons tout d’abord le caracte`re e´le´mentaire de la particule e´tudie´e en
postulant que sa description ne ne´cessite pas d’autres variables que celles qui interviennent
dans le syste`me (E.U.).
Nous choisissons d’autre part deux liaisons, classiques dans l’espace-temps de
Minkowski pour de´crire une particule de masse nulle :
(L1) PµPµ = 0, P de genre futur en tout point x de la trajectoire, ce qui
est l’expression habituelle de la nullite´ de la masse.
(L2) SµνPν = 0, S 6= 0 en tout point x de la trajectoire.
La compatibilite´ des liaisons (L1) et (L2) avec le syste`me (E.U.) sera examine´e
plus loin.
1◦) He´licite´ et spin scalaire
Soit Tx l’espace vectoriel tangent a` la varie´te´-univers V4 au point x : c’est un
espace vectoriel hyperbolique normal de dimension quatre. Le tenseur S peut eˆtre identifie´ a`
un ope´rateur line´aire antihermitien sur Tx, et cet ope´rateur est de rang pair. Comme ker (S)
contient au moins un vecteur d’apre`s (L2) et que S n’est pas nul, c’est un ope´rateur de rang
2. D’ou`
dim (ker (S)) = dim (val (S)) = 2
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ker (S) contient un vecteur isotrope et, Tx e´tant hyperbolique normal, ker (S) est aussi un
espace vectoriel hyperbolique normal de dimension deux. val (S) est donc un espace vectoriel
euclidien ne´gatif de dimension deux.
On a
Tx = val (S) ∪ ker (S) et val (S) ∩ ker (S) = {0} (14)
En appelant ?(S) l’adjoint de S, on a
pf (S) = S. ? (S) = ?(S).S = ±
√
|det(S)| = 0 (15)
puisque S n’est pas re´gulier 4.
La relation (15) montre que val (?(S)) ⊆ ker (S). Comme ker (S) est aussi un ope´rateur
antihermitien de rang 2, on a, plus pre´cise´ment
val (?(S)) = ker (S) et ker (?(S)) = val (S) (16)
Puisque val (?(S)) = ker (S) est un espace vectoriel hyperbolique normal de dimension deux
qui contient le vecteur isotrope P, on peut choisir un second vecteur isotrope J tel que
PµJµ 6= 0 et que [P, J] soit une base de val (?(S)).
Dans ce cas, ∃λ, µ ∈ R, tels que
?(S)P = λP + µJ
Comme ?(S) est anti-hermitien,
P ? (S)P = λPP + µPJ = 0
µPJ = 0 avec PJ 6= 0
4. l’ope´rateur scalaire S. ? (S) = ?(S).S = pf (S) s’appelle ”pfaffien de S”.
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d’ou` µ = 0
?(S)P = λP (17)
On pose χ = signe(λ) = ±1
et s = |λ|.
Nous appellerons respectivement χ et s l’he´licite´ et le spin scalaire.
D’autre part, Tr (S2) = Tr (?(S)2),
et on peut e´crire ?(S) = α(PJ− JP) ou` α ∈ R.
Tr (S2) = −αTr (?(S)(PJ− JP)) = −α{J ? (S)P− P ? (S)J}
= −α
{
J ? (S)P + ?(S)PJ
}
en utilisant (17)
Tr (S2) = −2αλJP
or ? (S)P = λP = α(PJ− JP)P
⇒ αJP = λ
d’ou`
Tr (S2) = −2λ2 = −2s2
On calcule, en utilisant la seconde e´quation du syste`me (E.U.) et la liaison (L2)
d
(
Tr (S2)
)
= 2Tr (S dˆS)
= 2Tr
(
S(P dx− dxP)) = 2( dxSP + SPdx) = 0
Le spin scalaire s est donc une constante du mouvement d’une particule de masse nulle. Nous
de´finirons un mode`le de particule de masse nulle en ajoutant au syste`me d’e´quations (E.U.)
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et aux liaisons (L1) et (L2) la donne´e d’une valeur du spin scalaire s, qui sera la meˆme pour
tous les mouvements de la particule ; on rajoute donc la liaison
(L3) Tr (S2) = −2s2, s = constante donne´e.
On obtiendra ainsi un mode`le de photon en choisissant s = ~, ou un mode`le de neutrino en
choisissant s =
~
2
, etc.
2◦) Les e´quations du mouvement
En diffe´rentiant la liaison (L2), on obtient
dˆSP+S dˆP = 0 ; en utilisant les expressions de dˆS et dˆP donne´es par le syste`me
(E.U.) et la liaison (L1), on a
(
dxP
)
P− 1
2
SR(S) dx = 0 (18)
On multiplie a` gauche par S, et, sachant que SP = 0, on obtient
S2R(S) dx = 0, c’est-a`-dire R(S) dx ∈ ker (S2) ; d’ou`
SR(S) dx ∈ ker (S) ∩ val (S) = {0}
SR(S) dx = 0 (19)
En utilisant (19) et (18), on obtient, puisque P 6= 0
P dx = 0 (20)
puisque dx ∈ Tx = ker (S) ∪ val(S), on peut e´crire
∃λ, µ ∈ R, ∃K ∈ Tx, tels que
dx = λP + µJ + SK
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ou` [P, J] est la base de ker (S) utilise´e pre´ce´demment.
On multiplie cette expression a` gauche par le covecteur P :
P dx = λPP + µPJ + PSK
En utilisant (20), (L1), (L2) - car PS = −P.S = −SP - et le fait que PJ 6= 0, on obtient
µ = 0, d’ou`
dx = λP + SK (21)
En multipliant (21) a` gauche par l’ope´rateur line´aire SR(S), on obtient, en utilisant (19)
0 = λSR(S)P + SR(S)SK (22)
Les ope´rateurs S et R(S) e´tant anti-hermitiens, on peut utiliser la relation (voir [5], p. 45)
ΩFΩ = pf (Ω) ? (F) +
1
2
Tr (ΩF)Ω (23)
qui est valable ∀Ω,F ∈ L (Tx) tels que Ω + Ω = 0, et F + F = 0.
Ici
SR(S)S = pf (S) ? (R(S)) +
1
2
Tr
(
SR(S)
)
)S
avec pf (S) = 0
Tr
(
SR(S)
)
= −Rλµ,νρSλµSνρ = −R(S)(S)
en reportant dans (22),
0 = λSR(S)P− 1
2
R(S)(S).SK
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d’ ou`
SK = 2λ
SR(S)P
R(S)(S)
si R(S)(S) 6= 0.
d’ou` l’expression de dx
dx = P + 2
SR(S)P
R(S)(S)
(24)
en choisissant un parame`tre τ tel que λ = 1.
On reporte cette expression (24) dans le syste`me (E.U.) ; en utilisant a` nouveau la relation
(23) et la relation ?(S)P = χsP, on a
dˆP = −χspf (R(S))
R(S)(S)
P (25)
dˆS =
2
R(S)(S)
{
P.SR(S)P− R(S)P.P
}
(26)
3◦) Homoge´ne´ite´ en s, de degre´ ze´ro, des e´quations du mouvement
Si l’on effectue le changement de variables
S 7→ Ω = S
s
⇒ Tr (Ω2) = −2
P 7→ P
s
τ 7→ τ.s
on obtient, au lieu du syste`me d’e´quations (24), (25) et (26), le syste`me
dx
dτ
= P + 2
ΩR(Ω)P
R(Ω)(Ω)
dˆP
dτ
= −χpf (R(Ω))
R(Ω)(Ω)
P (27)
dˆΩ
dτ
=
2
R(Ω)(Ω)
{
P.ΩR(Ω)P− ΩR(Ω)P.P}
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Les e´quations du mouvement sont donc homoge`nes en s, de degre´ ze´ro. Ainsi il n’est pas
possible de faire un de´veloppement du premier ordre en a` partir des e´quations correspondant
au cas du spin nul, i.e., des e´quations des ge´ode´siques isotropes, ou de retrouver ces e´quations
en faisant tendre s vers ze´ro.
Une autre conse´quence est qu’il suffit de traiter le cas ou` s = 1 ; tous les autres cas s’en
de´duisent par un simple changement d’unite´s.
Dans le cas du photon, on choisit donc les unite´s de sorte que s = ~ = 1
4◦) Existence et unicite´ de la solution
Les e´quations SP = 0 et PP = 0, associe´es a` la condition
Tr (S2) = −2s2 = constante, de´finissent une sous-varie´te´ V9 de l’espace des conditions
initiales (x, S,P) (cf. Appendice). Il est imme´diat de ve´rifier que le champ de vecteurs de´fini
par le syste`me des e´quations (24), (25) et (26) est tangent a` cette varie´te´ V9. Si l’on se limite
a` l’e´tude des solutions dans le cas ou` la varie´te´-univers V4 est C∞, en dehors des singularite´s
de la me´trique, le second membre des e´quations diffe´rentielles est aussi C∞ et, a fortiori,
Lipschitzien. Dans ce cas, le the´ore`me de Cauchy-Lipschitz assure l’existence et l’unicite´ de
la solution du syste`me. A` chaque condition initiale correspond une solution et l’ensemble de
toutes les solutions constitue un feuilletage a` une dimension de la varie´te´ V9, espace des
conditions initiales.
5◦) Condition R(S)(S) 6= 0
La quantite´ R(S)(S) n’est pas une constante du mouvement, en ge´ne´ral ; si cette
quantite´ vient a` s’annuler, une inde´termination apparaˆıt et le syste`me d’e´quations pre´ce´dent
n’est plus valable. Nous convenons d’e´liminer de l’espace des conditions initiales celles pour
lesquelles R(S)(S) s’annule. D’un point de vue physique, ceci n’est pas geˆnant car l’ensemble
des mouvements pour lesquels R(S)(S) s’annule constitue un ferme´, image re´ciproque du
nombre ze´ro par l’application (x, S,P) 7→ R(S)(S).
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6◦) Formalisme symplectique
Le mode`le de particule qui a e´te´ construit est caracte´rise´ par les e´quations (24),
(25) et (26), et les liaisons (L1), (L2), ainsi que par la donne´e du spin scalaire s. Nous nous
proposons d’e´tudier l’ensemble des mouvements de cette particule dans un champ gravita-
tionnel donne´. Pour cela, nous conside´rons la variable y = (x, S,P) (condition initiale) avec
x ∈ V4 , P ∈ Tx et S ∈ L(Tx), sur laquelle portent les e´quations diffe´rentielles avec les
liaisons
S + S = 0, P.P = 0 et P de genre futur, SP = 0, Tr (S2) = −2s2
La variable y parcourt l’ensemble V9 qui est une varie´te´ diffe´rentiable (voir appendice).
Compte-tenu des liaisons, on montre que V9 est de dimension 9.
Conside´rons les quantite´s
A =
dˆP
dτ
+
1
2
R(S)
dx
dτ
B =
dˆS
dτ
− P dx
dτ
+
dx
dτ
P
C =
dx
dτ
− P− 2 SR(S)P
R(S)(S)
Les e´quations universelles (E.U.) s’e´crivent
 A = 0B = 0 (28)
L’e´quation C = 0 a e´te´ obtenue comme conse´quence de (28) compte tenu des liaisons. On
calcule l’expression
E = CδˆP− Aδˆx+ 1
s2
Tr (BSδˆS) (29)
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ou` δˆx, δˆP et δˆS de´finissent une variation arbitraire de y = (x, S,P) compatible avec les
liaisons, c’est-a`-dire un e´le´ment quelconque δy de l’espace vectoriel tangent a` V9 au point y.
Les e´quations du mouvement sont e´quivalentes a`
E = 0, ∀δy ∈ Ty (30)
ou` Ty est l’espace vectoriel tangent a` V9 en y.
Apre`s quelques transformations, il apparaˆıt que l’expression E vaut
E =
dx
dτ
δˆP − dˆP
dτ
δˆx− 1
2
R(S)
(
dx
dτ
)
(δx)− 1
s2
Tr
(
dˆS
dτ
.S.δˆS
)
(31)
Cette expression E est anti-syme´trique par rapport aux deux variations δ et
d
dτ
; on de´finit
donc ainsi un champ y 7→ σ de 2-formes de V9
σ
(
dy
dτ
)
(δy) =
dx
dτ
δˆP − dˆP
dτ
δˆx− 1
2
R(S)
(
dx
dτ
)
(δx)− 1
s2
Tr
(
dˆS
dτ
.S.δˆS
)
(32)
Les e´quations du mouvement s’e´crivent
σ
(
dy
dτ
)
(δy) = 0, ∀δy ∈ Ty
ou encore
dy
dτ
∈ ker (σ) (33)
Nous avons vu qu’en tout point (sauf si R(S)(S) = 0) la valeur de
dy
dτ
est de´termine´e a` un
facteur pre`s en raison de l’arbitraire du parame´trage.
Par conse´quent
dim(ker (σ)) = 1 (34)
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D’autre part, le calcul montre (voir appendice) que la de´rive´e exte´rieure de σ est nulle :
∇σ = 0 (35)
Par conse´quent y 7→ ker (σ) est le feuilletage caracte´ristique de la forme σ, qui est un inva-
riant inte´gral de ce feuilletage, que nous supposerons se´cable. Le champ y 7→ σ qui posse`de
les proprie´te´s (34) et (35) de´finit sur V9 une structure de varie´te´ pre´-symplectique.
Le quotient de V9 par le feuilletage y 7→ ker (σ) est une varie´te´ symplectique V8 de dimen-
sion huit appele´e ”espace des mouvements” ([3],[12]). Le champ de 2-formes qui de´finit la
structure symplectique de V8 est la projection de y 7→ σ qui ”passe au quotient” puisque
c’est un invariant inte´gral.
7◦) Dimension de l’espace des mouvements
Nous avons vu que l’espace des mouvements obtenu pour ce mode`le de photon
est de dimension huit. Or un mode`le de photon existe dans le cas de la relativite´ restreinte,
pour lequel l’espace des mouvements est de dimension six. En outre, ce second mode`le permet
d’obtenir, apre`s quantification, les e´quations de Maxwell ([12]). Il se pose, par conse´quent, un
proble`me pour le passage a` la limite : il y a une discontinuite´ dans le nombre de parame`tres
ne´cessaires a` la description des mouvements du photon. Ceci est duˆ au fait que le noyau de la
2-forme σ de l’espace des conditions initiales est de dimension un en relativite´ ge´ne´rale, et de
dimension trois lorsque la courbure est nulle. L’interpre´tation physique des deux parame`tres
supple´mentaires qui apparaissent dans le mode`le de´crit ici pre´sente une difficulte´ majeure
([14]).
8◦) Vitesse du photon
Dans le mode`le e´tudie´ ici, le photon peut avoir une vitesse supe´rieure a` celle de
la lumie`re dans le champ de gravitation. En effet, l’espace vectoriel Tx tangent au point x a`
la varie´te´-univers V4 e´tant hyperbolique normal, les relations PP = 0 et P dx = 0 impliquent
que
dx · dx ≤ 0 (36)
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D’autre part, il aurait e´te´ possible de re´duire l’arbitraire du choix des liaisons (L1) et (L2) en
tenant compte de la circonstance suivante : la trace du tenseur impulsion-e´nergie du champ
e´lectromagne´tique est nulle
gµνT
µν = 0 (37)
Ceci devrait se traduire, dans le formalisme que nous avons utilise´ en imposant que la fonc-
tionnelle M e´crite en (6) s’annule pour des variations δgµν du type
δgµν = λgµν (38)
ou` λ est une fonction scalaire sur V4, a` support compact.
Dans le mode`le ainsi obtenu ([15]) on est conduit a` choisir au lieu des liaisons (L1) et (L2),
les liaisons
dx dx = 0 et S dx = 0 (39)
Alors la ligne d’univers d’un photon est toujours une ge´ode´sique isotrope. L’inconve´nient de
ce mode`le est qu’il correspond a` un espace des conditions initiales de dimension onze, ce qui
augmente notablement les proble`mes d’interpre´tation physique.
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IV - INTEGRATION DES EQUATIONS DU MOUVEMENT
A) Espaces a` courbure constante ([8])
De´finition I ([7])
On appelle courbure sectionnelle associe´e a` un champ de bases
x 7→ [ dx, δx, J,K] le champ scalaire 5
x 7→ κ = Rij,km dx
iδxj dxkδxm
(gikgjm − gimgjk) dxiδxj dxkδxm
De´finition II ([8])
On appelle espace de De Sitter un espace-temps dont la courbure sectionnelle κ
est constante. Dans ce cas
Rlmij = κ(δilδjm − δimδjl)
The´ore`me :
Un espace de De Sitter ve´rifie les e´quations d’Einstein dans le vide, avec une constante
cosmologique Λ non-nulle (Λ = 3κ).
Preuve : Le tenseur de courbure d’un espace de De Sitter peut s’e´crire
Rij,km = κ(gikgjm − gimgjk)
5. Rij,km = gnmgklR
ln
ij
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Tenseur de Ricci
Rjk = gimRij,km = kgim(gikgjm − gimgjk)
= κ (δkmgjm − Tr (I) gjk) = κ(gjk − 4gjk)
= −3κgjk
Courbure scalaire
R = gjkRjk = −3κgjkgjk = −12κ
Tenseur d’Einstein
Sij = Rij − 1
2
Rgij = −3κgij + 6κgij = 3κgij
E´quations d’Einstein
Sij − Λgij = 8piG
c4
Tij
ou` Λ est la constante cosmologique, Tij est le tenseur e´nergie-impulsion de la matie`re.
Dans le vide Tij = 0 ⇒ κ = Λ
3
Q.E.D.
E´quations du mouvement du photon a` spin dans un espace de De Sitter
L’expression de R(S) a une forme particulie`rement simple
R(S)ij = RijklS
kl =
Λ
3
(δikδjl − δilδjk)Skl = 2Λ
3
Sij
(en utilisant l’antisyme´trie de S)
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Par conse´quent
R(S)P =
2
3
ΛSP = 0
et
pf (R(S)) = pf
(
2Λ
3
S
)
=
(
2Λ
3
)2
pf (S) = 0
D’autre part
R(S)(S) = −Tr (SR(S)) = −2
3
ΛTr (S2)
R(S)(S) = −4
3
Λs2 6= 0 (si Λ 6= 0)
Les e´quations du mouvement du photon prennent donc la forme
dx
dτ
= P
dˆP
dτ
= 0
dˆS
dτ
= 0

avec les liaisons

PP = 0
SP = 0
Tr (S2) = −2s2 = constante
Les deux premie`res e´quations de ce syste`me montrent que la trajectoire d’espace-temps d’une
particule a` spin de masse nulle est une ge´ode´sique (isotrope graˆce a` la liaison PP = 0) dans
un espace de De Sitter.
La troisie`me e´quation indique que le tenseur de spin est transporte´ paralle`lement.
Remarque : Bien que l’espace de Minkowski soit un espace de De Sitter particulier, correspon-
dant au cas ou` Λ = 0, on ne peut obtenir les e´quations du mouvement dans l’espace-temps
plat, car la condition R(S)(S) 6= 0 est pre´cise´ment e´quivalente a` Λ 6= 0.
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B) Le champ de Schwarzschild
La solution de Schwarzschild des e´quations d’Einstein pre´sente un inte´reˆt physique
particulier : elle s’interpre`te en effet comme la description du champ de gravitation cre´e´ par
un objet massif a` syme´trie sphe´rique, ce qui est le cas, en premie`re approximation, des e´toiles
et des plane`tes (le Soleil et la Terre, en particulier).
Les pre´dictions qui en re´sultent permettent de concevoir certaines ve´rifications
expe´rimentales qui constituent quelques-uns des tests les plus probants de la the´orie relativiste
de la gravitation.
Aucune observation ne permettant de distinguer la valeur de la constante cosmolo-
gique des e´quations d’Einstein de ze´ro, nous nous bornerons a` l’e´tude du ds2 de Schwarzschild
correspondant a` Λ = 0.
1◦) Le ds2 du champ exte´rieur
Il existe une carte F :
[
t
X
]
7→ x, t ∈ R et X ∈ R3, dans laquelle le ds2 de
la varie´te´-univers V4 s’e´crit ([10])
ds2 = α2 dt2 − β2 dX · dX
ou` l’on a pose´ 6
α =
1− b
4ρ
1 +
b
4ρ
et β =
(
1 +
b
4ρ
)2
avec ρ = ‖X‖
6. Dans tout ce qui suit, la barre indique la transposition dans R3.
D’autre part, les indices grecs prennent les valeurs 1, 2, 3, 4, alors que les indices latins prennent
les valeurs 2, 3, 4.
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et
b = 2
Gm
c2
est le rayon gravitationnel de l’astre
G = constante de la gravitation (nous choisissons G = 1)
c = ce´le´rite´ de la lumie`re (nous choisissons c = 1)
m = mesure gravitationnelle de la masse suppose´e concentre´e a` l’origine.
Ces coordonne´es (t,X) s’appellent ”coordonne´es isotropiques”.
Cette forme du ds2 n’est valable que dans le vide, i.e., ou` le tenseur impulsion-e´nergie est
nul, et a` l’exte´rieur de la singularite´ de Schwarzschild, c’est-a`-dire pour X ∈ Ω ou` Ω est
l’ouvert de R3 de´fini par
Ω =
{
X ∈ R3 | ρ = ‖X‖ > sup
(
b
4
, ρA
)}
ou` ρA est la valeur prise par la variable ρ a` la surface de l’astre.
a) Composantes du tenseur me´trique dans la carte F
gλµ =
λ
α2 0 0 0
0
0 −β2I
0

µ
ou` I est l’identite´ sur R3
gλµ =
λ
α−2 0 0 0
0
0 −β−2I
0

µ
et
det(g) = − (αβ3)2
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b) Symboles de Christoffel
Γλµν =
1
2
gλσ(∂µgνσ + ∂νgµσ − ∂σgµν) (syme´triques en µ, ν)
Γ111 = 0 Γ
1
1j =
b
2αβρ2
Xj Γ1jk = 0
Γj11 =
αb
2β3ρ2
Xj Γj1j = 0 Γ
j
kl =
b
(1 + α)βρ2
(
δklX
j − δjkX l − δljXk
)
c) Tenseur de courbure
Rλµνρ = g
µσ
{
∂νΓ
λ
ρσ − ∂ρΓλνσ + ΓλναΓαρσ − ΓλραΓανσ
}
Syme´tries :
Rλµνρ = −Rλµρν = −Rµλνρ = Rνρλµ
R1j1k =
b
2(βρ)3
{
δjk − 3X
jXk
ρ2
}
R1jkl = 0
Rjklm =
b
(βρ)3
{
δjmδkl − δjlδkm − 3
2ρ2
(
δjmX
kX l − δjlXkXm + δklXjXm − δkmXjX l
)}
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2◦) Structure spatio-temporelle
Les de´finitions et les de´monstrations des re´sultats donne´s ici sont contenus dans
la re´fe´rence ([13])
L’expression des composantes du tenseur me´trique g dans cette carte F montre
que :
a) L’univers de Schwarzschild est stationnaire : il posse`de en effet le groupe d’isome´tries
globales a` un parame`tre (appele´ ”groupe des translations temporelles”)
a(x) = a
(
F
[
t
X
])
= F
[
t+ a
X
]
ou` a est une constante, a est l’action d’un e´le´ment du groupe sur V4.
Les de´rive´es par rapport au parame`tre temporel t des composantes dans la carte
F du tenseur me´trique e´tant nulles identiquement, la carte F est appele´e ”carte standard”.
D’autre part, les composantes g1j du tenseur me´trique e´tant identiquement nulles
dans la carte F , on dit que l’univers de Schwarzschild est statique, et que la carte F est une
carte (bi)-transversale en tout point x ∈ V4.
Le caracte`re stationnaire de l’univers de Schwarzschild V4 lui confe`re une struc-
ture de fibre´ principal dont la base E3 est l’ensemble des orbites du groupe des translations
temporelles.
A` la carte transversale F de V4 on peut associer la carte Fˆ de E3 telle que
Fˆ (X) = q ∈ E3
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R
R3
F
F
Fˆ
E3
q
X
t
t+ a
a(x) = F
(
t+ a
X
)
x = F
(
t
X
)
V4
On peut de´finir sur la varie´te´ E3 - que nous appellerons ”espace” dans la suite - une structure
riemannienne induite de celle de l’univers V4 - Le caracte`re statique de V4 et la transversalite´ de
la carte F permettent d’obtenir une expression simple des composantes du tenseur me´trique
gˆ de E3 dans la carte Fˆ :
gˆjk = gjk et gˆjk = gjk
et les symboles de Christoffel sont, dans la meˆme carte Fˆ
Γˆjkl = Γ
j
kl
b) Les transformations
A
(
F
[
t
X
])
= F
[
t
A(X)
]
ou` A ∈ O(3)
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constituent un groupe de syme´tries de V4, isomorphe a` O(3).
De meˆme
Aˆ
(
Fˆ (X)
)
= Fˆ (A(X))
sont des isome´tries de l’espace E3 : nous dirons que le champ de Schwarzschild est invariant
par l’action du groupe des rotations spatiales (autour du centre du champ).
c) Interpre´tation
L’e´le´ment de longueur en un point q de la varie´te´ E3 est, donne´ dans la carte Fˆ
par
− d`2 = gˆjkdXjdXk = −β2 dX dX
Il correspond a` la valeur du ds2 de V4 lorsque dx est transversal a` la fibre au-dessus de q,
i.e., lorsque dt = 0. Ceci nous permet d’interpre´ter E3 comme e´tant ”l’espace physique” tel
qu’il est perc¸u par un observateur fixe par rapport a` la masse qui cre´e le champ.
En faisant le changement de variable
(cv) X 7→ Y = βX et en posant r =‖ Y ‖= βρ
on trouve
− d`2 = dY dY + b
r
dr2
Cette forme du d`2 montre que la me´trique de l’espace E3 devient euclidienne
lorsque r −→ ∞. On utilise ge´ne´ralement le parame`tre 7 r de pre´fe´rence a` ρ pour repe´rer
la ”distance au centre du champ”, notamment dans l’approximation newtonienne qui donne
l’interpre´tation classique de b.
On obtient d’autre part
α =
√
1− b
r
7. les coordonne´es (t, Y ) de V4 sont appele´es ”coordonne´es standard”.
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ce qui explique le terme de ”rayon gravitationnel” utilise´ pour de´signer le nombre b.
De l’interpre´tation donne´e a` E3, il re´sulte que les orbites du groupe des translations temporelles
sont les lignes d’univers des points fixes de l’espace physique. La valeur du ds2 correspondant
a` un dx tangent a` la fibre q (i.e., lorsque dq = 0) est donc
ds2 = dτ 2 ou` τ est le temps propre du point fixe q ∈ E3
avec
dτ = α dt
ce qui donne l’interpre´tation du parame`tre temporel t.
3◦) Photons 8
a) Les liaisons
Soit T la base naturelle associe´e a` la carte F en un point x ∈ V4 ; nous choisissons
une orientation de V4 telle que T soit une base directe, ce qui donne
det(T ) =
√
−det(g) = αβ3
ou` α et β sont les fonctions qui interviennent dans l’expression du ds2 de Schwarzschild.
Nous e´crivons l’impulsion du photon dans la base T sous la forme
P = T
 a
a
α
β
V
 a ∈ R, V ∈ R3
La liaison (L1) : gµνP
µPν = 0 avec P de genre futur est e´quivalente a` (L’1) V ·V = 1 avec
a > 0.
8. Nous avons pose´ s = ~ = 1
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Nous e´crivons d’autre part les composantes contravariantes du tenseur de spin S dans la
meˆme base T sous la forme
Sλµ = −β2
λ[
0 −β
α
E
β
α
E j(M)
]
µ
ou` 9 (E,M) ∈ R3 × R3 Le calcul donne
? (S)µν = −αβ
µ[
0 −M
M β
α
j(E)
]
ν
La liaison (L2) SP = 0 ou SλµgµνP
ν = 0 s’e´crit
(L’2) E = j(M)(V )
et la liaison (e´quivalente a` (L3)) : ?(S)P = χP, ou
gµσ ? (S)σνP
ν = χPµ
donne
(L’3) VM = χ
9. 1◦) L’espace vectoriel des tenseurs antisyme´triques d’ordre 2 d’un espace de dimension 4 est
isomorphe a` R6.
2◦) j : R3 7→ A (L(R3)) est la bijection de R3 sur l’ensemble des ope´rateurs line´aires anti-
syme´triques de R3 de´finie par
A :
 xy
z
 7→ j(A) =
 0 −z yz 0 −x
−y x 0
 ; j(A)(B) = A×B : produit vectoriel dans R3
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b) Les inte´grales premie`res
On obtient un vecteur de Killing de la me´trique de V4, par l’action d’un e´le´ment
quelconque de l’alge`bre de Lie du groupe d’isome´tries V4.
Un vecteur de Killing engendre´ par l’alge`bre de Lie du groupe des translations
temporelles est
It = T

1
0
0
0

La quantite´ conserve´e, calcule´e par la formule (12), qui correspond a` ce vecteur de Killing
est 10
(I1) e = α2a+
b
2(βρ)2
vol(M)(U)(V ) ou` U =
X
ρ
Avec la meˆme notation pour P, cette quantite´ aurait e´te´, pour une ge´ode´sique isotrope :
(IG1) e = α2a
Nous appellerons ”e´nergie” le nombre e.
D’autre part, l’alge`bre de Lie du groupe des rotations spatiales et isomorphe a`
l’alge`bre de Lie de SO(3) dont les e´le´ments sont les ope´rateurs line´aires antisyme´triques de
R3 (et donc de la forme j(Z) ou` Z ∈ R3).
Un vecteur de Killing engendre´ par l’alge`bre de Lie du groupe des rotations spa-
tiales est
Ir = T
[
0
j(Z)(X)
]
10. vol(A)(B)(C) de´signe le produit mixte dans R3 des vecteurs A, B et C : vol(A)(B)(C) =
A.j(B)(C)
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ou` Z ∈ R3 est une constante.
La quantite´ conserve´e qui correspond a` un vecteur de Killing Ir calcule´e par la formule (12)
s’e´crit ZL (ou` L ∈ R3), avec
(I2) L = aαβj(V )(X)− αM − 1− α
ρ2
(XM)X
Avec toujours la meˆme notation pour P, on aurait trouve´ dans le cas de l’e´quation
d’une ge´ode´sique isotrope
(IG2) L = aαβj(V )(X)
Nous appellerons ”moment cine´tique” (par rapport au centre du champ), l’e´le´ment
L ∈ R3. Outre l’inte´reˆt qu’elles pre´sentent du point de vue de l’interpre´tation physique, ces
quatre inte´grales premie`res permettent de ”re´duire” le calcul ; on obtient imme´diatement les
relations suivantes en utilisant les liaisons
(R1) XL = −XM
d’ou`
(R2) M = aαβj(V )(X) +
1− α
α
(UL)U − L
α
(R3) a =
e+
b
2(βρ)2
vol(L)(U)(V )
α
α2 − b
2βρ
‖j(U)(V )‖2
(R4) vol(M)(U)(V ) = j(U)(V )M = −j(U)(V ) αL− eβj(U)(X)
α2 − b
2βρ
‖j(U)(V )‖2
(R5) V L+ χα = (1− α)UL · UV
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c) Les e´quations du mouvement
Nous pouvons remarquer tout d’abord que les neuf parame`tres inde´pendants qui
interviennent dans le mode`le sont les suivants :
position : X ∈ R3
temps : t ∈ R
Vecteur impulsion-e´nergie :
{
a = nombre positif
V = vecteur unitaire de R3
tenseur de spin : vecteur M ∈ R3 avec la liaison VM = χ.
Or les expressions (R3) et (R2) donnent les valeurs des parame`tres a et M .
Il reste donc a` calculer, a` l’aide des e´quations du mouvement, les fonctions X(t) et V (t).
En vue d’e´crire les e´quations (24) et (25), il est ne´cessaire de calculer le contracte´
du tenseur de courbure avec le tenseur de spin.
On pose :
R(S)µν = RµνλρS
λρ = −β−2
µ[
0 −β
α
E
β
α
E j(M)
]
ν
ou` E et M∈ R3
Avec l’expression
Sλρ = −β−2
λ[
0 −β
α
E
β
α
E j(M)
]
µ
des composantes du tenseur de spin, on trouve
E = b
(ρβ)3
{E − 3(UE) · U}
M = b
(ρβ)3
{M − 3(UM) · U}
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On calcule alors
R(S)(S)
2
= MM− EE
et
pf (R(S)) =ME
En e´crivant l’e´quation (24) sous la forme
dx = T
[
dt
dX
]
=
[
I + 2
SR(S)
R(S)(S)
]
P
on obtient
(E1)
dX
dt
=
α
β
(V + Θ)
avec
Θ = j(V )
j(M)(V )− E
VM = j(V )(Z)
ou` Z =
χ
1
3
+ χUL · UV
{
UL · j(U)(V )− vol(M)(U)(V ) · U}
L’e´quation (25) s’e´crit
dˆP = −χpf (R(S))
R(S)(S)
P
et permet de calculer
(E2)
dV
dt
= − b
2(ρβ)3
1 + 3α
1 + α
{[
U − (UV )V ]− 2α
1 + 3α
(UV )Θ
}
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d) Interpre´tation physique
Position :
La position dans l’espace-temps ne posse`de pas de signification physique pour
le photon, sauf lors de l’interaction avec la matie`re. Le fait que le photon ait une position
exactement de´finie en relativite´ ge´ne´rale - c’est aussi le cas du mode`le des ge´ode´siques
isotropes - peut eˆtre attribue´ a` l’existence de l’interaction du photon avec le champ de
gravitation.
Bien entendu, les phe´nome`nes quantiques dont ne tiennent pas compte ces mode`les
oˆtent tout sens physique a` la notion de position exacte dans l’espace-temps pour le photon,
qui ne saurait eˆtre localise´ avec, au mieux, une pre´cision de l’ordre de la longueur d’onde.
Il s’ensuit que la notion de vitesse du photon ne posse`de pas non plus de sens
physique exact.
Vecteur impulsion-e´nergie :
Une observation se re´duit a` l’interaction d’un photon avec un appareil de mesure.
Lors de ce processus, l’impulsion joue un roˆle privile´gie´, et ce sont en de´finitive les composantes
de ce vecteur que l’on mesure. La composante temporelle a s’interpre`te classiquement comme
la valeur de l’e´nergie mesure´e dans le re´fe´rentiel associe´ a` la carte F d’un observateur immobile
au point q ∈ E3. Elle a en fait les dimensions d’une fre´quence angulaire par suite du choix
s = ~ = 1.
L’inte´grale premie`re e´nergie correspond donc a` la fre´quence angulaire mesure´e
a` l’infini (ρ → ∞) par un observateur place´ dans le meˆme re´fe´rentiel ; en effet, α → 1 et
b
ρ3
→ 0 dans ce cas.
Il s’ensuit que l’effet Einstein ou ”red-shift gravitationnel” est mesure´, dans ce
meˆme re´fe´rentiel, par
δλ
λ
=
e− a
e
ou` λ est la longueur d’onde : λ =
2pi
e
(c = 1; ~ = 1)
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D’autre part, la partie spatiale de l’impulsion joue le roˆle du ”vecteur-propagation”
(ou vecteur d’onde) et le vecteur V repe`re la direction apparente de propagation du photon
a` chaque instant : sa variation permet donc de mesurer la de´viation de la lumie`re par une
masse grave.
Tenseur de spin :
Le tenseur de spin est parame´tre´ par le vecteur M ∈ R3, qui est astreint a` la
liaison
VM = χ
Il ne de´pend donc en fait que de deux parame`tres, qui sont pre´cise´ment les deux
parame`tres supple´mentaires introduits par ce mode`le, et qui ne posse`dent pas de signification
physique.
Il est cependant ne´cessaire, en vue de l’inte´gration nume´rique des e´quations (El)
et (E2), d’attribuer une valeur initiale au vecteur M ou, ce qui revient au meˆme, d’apre`s (Rl)
et (R2), a` fixer une valeur a` l’inte´grale premie`re L (moment cine´tique).
Le choix qui semble le moins arbitraire est le suivant : on pose
M = χV
au point de la ligne d’univers ou` ”l’interaction est maximale”, c’est-a`-dire au pe´rihe´lie, qui est
bien de´fini sur la trajectoire 11. Nous affecterons de l’indice 0 les noms des diverses variables
pour de´signer la valeur qu’elles prennent en ce point. Deux cas peuvent se pre´senter :
1 - Photons e´mis (ou rec¸us) radialement :
- si l’on suppose que V0 = U0, alors Θ0 = 0. Donc
dX
dt
∣∣∣∣
0
=
α0
β0
V0 et
dV
dt
∣∣∣∣
0
= 0
11. trajectoire : projection de la ligne d’univers (dans V4) sur E3.
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d’ou` V = V0 = constante.
Il en re´sulte que
dX
dt
=
α
β
V et que Θ reste nul.
Les e´quations, dans ce cas, correspondent a` celles d’une ge´ode´sique isotrope radiale.
D’autre part, on a
L = −M = χV0 : M reste constant,
et l’e´nergie prend la forme
e = α2a
ce qui permet de retrouver l’effet Einstein radial habituel.
Le mode`le e´tudie´ n’apporte donc aucun re´sultat nouveau dans ce cas.
2 - Photon dont la trajectoire posse`de un pe´rihe´lie
La notion de pe´rihe´lie est bien de´finie dans l’espace E3 : c’est un point de la
trajectoire, que nous supposerons unique, tel que
dρ
dt
∣∣∣∣
0
= 0 d’ou` U0.
dX
dt
∣∣∣∣
0
= 0, c’est-a`-dire
U0.V0 + U0.Θ0 = 0.
En choisissant en ce point M = χV , on obtient Θ0 = 0, et donc U0.V0 = 0
L = a0α0β0j(V0)(X0)− χα0V0
e = α0a0
Ce choix revient a` faire co¨ıncider au premier ordre la ligne d’univers avec une ge´ode´sique
isotrope au pe´rihe´lie.
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e) Phe´nome`nes nouveaux attendus
Par rapport au mode`le des ge´ode´siques isotropes, le mode`le e´tudie´ comporte les
diffe´rences suivantes :
Tout d’abord, les de´viations des rayons lumineux, ainsi que l’effet Einstein peuvent
de´pendre de la fre´quence des photons.
Si l’on conside`re d’autre part des photons e´mis dans des conditions initiales iden-
tiques mais d’he´licite´s oppose´es, un nouveau phe´nome`ne peut apparaˆıtre : il est d’abord
e´vident que les trajectoires correspondantes seront syme´triques par rapport au ”plan” (dans
E3) de la trajectoire qui correspond a` la ge´ode´sique isotrope. D’autre part, les vecteurs-
propagation des deux photons feront au bout d’un certain temps un angle non-nul. Par
analogie avec ce qui se passe dans un cristal de quartz ou` la lumie`re se propage diffe´remment
selon qu’elle est polarise´e a` droite ou a` gauche, nous nommerons ce dernier phe´nome`ne
”bire´fringence gravitationnelle”.
f) Inte´gration nume´rique des e´quations
Dans le but d’avoir des expressions plus simples pour faire le calcul nume´rique,
nous sommes passe´s des coordonne´es isotropiques aux coordonne´es standard par le change-
ment de variables
X 7→ Y = βX d’ou` ρ 7→ r = βρ et α =
√
1− b
r
Les expressions des inte´grales premie`res deviennent alors
e = α2a+
b
2r2
vol(M)(U)(V ) U =
X
ρ
=
Y
r
L = aαβj(V )(Y )− αM − 1− α
r2
(YM).Y
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Les relations (R3) et (R4) deviennent
a =
e+
b
2r2
j(U)(V )
L
α
α2 − b
2r
‖ j(U)(V ) ‖2
vol(M)(U)(V ) = −j(U)(V ) αL− ej(U)(Y )
α2 − b
2r
‖ j(U)(V ) ‖2
L’expression de Θ reste inchange´e et les e´quations (El) et (E2) sont remplace´es par
dY
dt
= α
{
V + Θ(1− α)U(V + Θ).U}
dV
dt
= − b
2r3
1 + 3α
1 + α
{
U − (UV )V − 2α
1 + 3α
(UV )Θ
}
La seconde (de temps) est l’unite´ choisie aussi bien pour mesurer les dure´es que pour les
distances.
Le syste`me d’e´quations a e´te´ inte´gre´ nume´riquement a` l’aide de l’ordinateur UNI-
VAC 1110 d’Orsay. La me´thode d’inte´gration utilise´e est celle d’Adams-Moulton ([16] et
annexe).
Le principe de ce calcul est le suivant :
On conside`re deux photons d’he´licite´s oppose´es e´mis au pe´rihe´lie avec des condi-
tions initiales identiques par ailleurs. Leurs e´quations sont inte´gre´es simultane´ment ainsi que
celle de la ge´ode´sique isotrope correspondante : on utilise le fait que les e´quations de la
ge´ode´sique isotrope sont obtenues en faisant Θ = 0, ce qui est re´alise´ formellement en at-
tribuant a` cette dernie`re l’he´licite´ χ = 0 ; on multiplie aussi par χ2 les termes des inte´grales
premie`res qui sont nuls pour une ge´ode´sique isotrope.
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On calcule ensuite dans les trois cas (he´licite´s = ±1 et ge´ode´sique isotrope) les
grandeurs suivantes :
- effet Einstein,
- angle de chacun des vecteurs V avec sa valeur initiale V0 (de´viations).
On calcule aussi
- l’angle, a` la meˆme date t, l’angle φ entre les deux vecteurs V correspondant aux he´licite´s
+1 et -1, que nous appelons ”bire´fringence” ;
- l’e´cart  entre les trajectoires des deux photons d’he´licite´s oppose´es, a` la meˆme date ;
Il a paru inte´ressant, enfin, de calculer les quantite´s suivantes :
f × φ et f × × rA
2t
ou` f est la fre´quence et rA la distance minimale de la trajectoire au
centre du champ.
Des calculs ont e´te´ effectue´s pour diverses valeurs des parame`tres, qui permettent de tirer
les conclusions suivantes :
- Le calcul est arreˆte´ (pour non convergence de la me´thode) lorsque le pas d’inte´gration est
supe´rieur aux 3/100 environ de la longueur d’onde. Il est donc ne´cessaire, pour inte´grer sur
des distances significatives de choisir de tre`s grandes longueurs d’onde.
- On ve´rifie bien que les trajectoires des deux photons d’he´licite´s oppose´es sont syme´triques
par rapport a` celle qui correspond a` la ge´ode´sique isotrope.
- Les diffe´rences nume´riques entre les angles de de´viations pour des photons d’he´licite`s +
et -, et la de´viation ge´ode´sique ne sont pas significatives (de l’ordre de la pre´cision de la
machine).
- Les diffe´rences entre l’effet Einstein pour des photons a` spin et celui du mode`le des
ge´ode´siques n’est pas significative.
- Les quantite´s f × φ et f × × rA
2t
sont pratiquement inde´pendantes de f .
75/P. 776
– 41 –
Des calculs nume´riques ont e´te´ effectue´s pour des astres de masse 12 M ayant
respectivement les rayons suivants : rA = R (soleil), et rA = 10−2R (e´toile a` neutrons).
Les re´sultats nume´riques permettent de faire les observations suivantes :
1◦) Il n’y a aucune diffe´rence significative entre l’effet Einstein ge´ode´sique et celui donne´ par
le mode`le de photon a` spin ;
2◦) Le seul cas ou` l’on peut constater une le´ge`re diffe´rence entre la de´viation ge´ode´sique
et celle des photons a` spin (plus importante de 3 % environ pour ces derniers) est celui de
l’e´toile a` neutrons.
3◦) L’effet de bire´fringence est extreˆmement faible si l’on exprime la longueur d’onde λ en
me`tres, on obtient empiriquement les ordres de grandeur suivants pour l’angle φ (exprime´ en
secondes)
rA = R ; φ ∼ 2× 10−9λ
rA = 10
−1R ; φ ∼ 2× 10−8λ
rA = 10
−2R ; φ ∼ 2× 10−7λ
Les valeurs obtenues sont inobservables dans tous les cas, meˆme pour des ondes kilome´triques.
4◦) L’e´cart entre les positions des photons d’he´licite´s oppose´es est donne´ par la relation
empirique
ε = 2
t
rA
λ
mais les restrictions apporte´es par la me´canique quantique a` la notion de position du photon
limitent conside´rablement la porte´e de ce re´sultat.
Cette expe´rimentation nume´rique montre donc que les re´sultats fournis par le mode`le de
photon a` spin ne sont pas incompatibles avec l’observation des divers phe´nome`nes lie´s a` la
propagation de la lumie`re dans les champs de gravitation.
12. On de´signe par M et R respectivement la masse et le rayon du soleil.
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- APPENDICE -
On appelle espace d’e´volution l’ensemble V9 des conditions initiales y = (S,P, x)
qui ve´rifient les relations
(1) P · P = 0, P de genre futur
(2) S + S = 0 ; Tr (S2) = −2s2 ; SP = 0
En raison de l’existence de la projection y 7→ x de V9 sur V4, V9 est un espace fibre´ au-dessus
de la varie´te´ univers V4.
Choisissons un point x ∈ V9 et soit Tx l’espace vectoriel tangent a` V4 en x.
La fibre au-dessus de x est parame´tre´e par le couple (S,P) qui ve´rifie les relations
(1) et (2) ; on peut choisir de parame´trer cette fibre par le couple (?(S),P) au lieu de (S,P),
?(S) ve´rifiant les relations 13
(3)
 ?(S) + ?(S) = 0Tr (?(S)2) = −Tr (S2) = 2s2
?(S) · P = χsP
On de´signe par J le vecteur propre de ?(S) qui correspond a` la valeur propre −χs
on peut alors e´crire ?(S) - qui est de rang 2 - sous la forme
(4) ?(S) = χs
[
P · J− J · P]
J ve´rifiant les relations
(5) J · J = 0 et P · J = 1
Le produit scalaire des vecteurs P et J e´tant positif, le vecteur J est aussi de
genre futur.
13. On suppose que V4 est globalement orientable, et qu’une orientation a e´te´ choisie.
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Les vecteurs
(6) T1 =
P + J√
2
et T2 =
P− J√
2
sont tels que
(7) T1 · T1 = 1 ; T2T2 = −1 ; T1 · T2 = 0
(8) P =
T1 + T2√
2
et J =
T1 − T2√
2
Le vecteur du genre temps T1 est aussi un vecteur du genre futur puisqu’il est la
somme de deux vecteurs de genre futur. Le vecteur T2 est du genre espace.
Les relations (7) montrent que l’on peut choisir deux vecteurs T3 et T4 du genre
espace de fac¸on que T = [T1,T2,T3,T4] soit une base de Lorentz qui ait la proprie´te´
(9) det(T) = χ
i.e., T est une base directe si χ = 1, re´trograde si χ = −1.
Les formules (9), (8) et (4) de´finissent une application surjective de l’ensemble
des bases de Lorentz dont le vecteur de temps est de genre futur sur la fibre au-dessus de x.
Celle-ci est donc un espace homoge`ne du groupe de Lorentz orthochrone.
Le stabilisateur d’un point de la fibre est le sous-groupe qui laisse invariants les
vecteurs T1 et T2 ainsi que det(T) : c’est le sous-groupe des rotations spatiales autour de
T2, isomorphe a` SO(2).
La fibre au-dessus de x est donc de dimension 6 - 1 = 5. 14
D’autre part, elle n’est pas connexe mais posse`de deux composantes correspondant aux deux
valeurs de l’he´licite´.
L’espace V9 des conditions initiales est une varie´te´ C∞ de dimension 5 + 4 = 9.
14. La dimension du groupe de Lorentz est 6, celle du stabilisateur est 1.
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Nous avons de´fini sur V9 un champ de 2-formes y 7→ σ par :
σ( dy)(δy) = δˆP dx− dˆPδx− 1
2
Tr (SR( dx)(δx))− 1
s2
Tr ( dˆS · S · δˆS)
Nous donnons d’abord les identite´s bien connues que nous utiliserons pour le calcul de la
de´rive´e exte´rieure ∇σ de la 2-forme σ.
Identite´s alge´briques
(10) ΩFΩ = pf (Ω) · ?(F ) + 1
2
Tr (ΩF )Ω ∀Ω, F | Ω + Ω = F + F = 0
(11) pf (F) =
√
det(F)
(12) Tr (A) = Tr (A) =
1
2
Tr (A+ A) A : ope´rateur line´aire quelconque sur Tx
Conse´quences
pf (S) = 0 car SP = 0 avec P 6= 0
S3 = S · S · S = pf (S) · ?(S) + 1
2
Tr
(
S2
) · S
S3 = −s2S = s2S
d’ou`
d
[
S3
]
= −s2 dS = dS · S2 + S · dS · S + S2 · dS
avec
dS + dS = 0
S · dS · S = pf (S) · ?( dS) + 1
2
Tr (S dS) · S
Tr (S dS) = d
[
1
2
Tr
(
S2
)]
= 0
On en de´duit
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(13) S · dS · S = 0
et
(14) dS =
1
s2
[
dS · S2 + S2 · S]
d, ∂ et δ de´signant trois variations quelconques, on obtient, en utilisant (14)
Tr ( dS∂SδS) = − 1
s2
{
Tr ( dS · S2 · ∂S · δS) + Tr ( dS · ∂S · S2 · δS)}
=
1
s4
{
Tr ( dS · S2 · ∂S · S2 · δS) + Tr ( dS · S2 · ∂S · δS · S2)
+ Tr ( dS · S2 · ∂S · S2δS) + Tr (S2 · dS · ∂S · S2 · δS)}
en utilisant le fait que la trace d’un produit d’ope´rateurs est invariante par permutation
circulaire de ces ope´rateurs, et la relation (13).
On obtient finalement
(15) Tr ( dS · ∂S · δS) = 0 quelles que soient les variations d, ∂ et δ
Identite´s de la relativite´ ge´ne´rale
(16) dˆδx− δˆ dx = [ d, δ]L + T ( dx)(δx)
ou` [ d, δ]L est le crochet de Lie des variations d et δ. La torsion T de la connexion est nulle
car celle-ci est une connexion riemannienne.
(17) dˆδˆP− δˆ dˆP = [̂ d, δ]LP +R( dx)(δx)P
par de´finition de la courbure R
(18) R( dx)(δx) = −R( dx)(δx) = −R(δx)( dx)
(19)
∑
	R(∂x)( dx)(δx) = 0 si
15 T = 0
(20)
∑
	
[
∂ˆR
]
( dx)(δx) = 0 : identite´ de Bianchi.
x 7→ A e´tant un champ d’ope´rateurs line´aires sur V4, on a
15.
∑
	 de´signe la somme sur les permutations circulaires des trois variations ∂, d, δ.
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(21) dˆδˆA− δˆ dˆA = R( dx)(δx)A− A.R( dx)(δx)
La de´rive´e exte´rieure de la 2-forme σ est la 3-forme ∇σ de´finie par
∇σ(∂y)( dy)(δy) =
∑
	
∂ [σ( dy)(δy)]
ou` ∂, d et δ sont trois variations qui commutent, i.e.,
[∂, d]L = [ d, δ]L = [δ, ∂]L = 0
Avec l’expression donne´e plus haut de la 2-forme σ, on obtient
∇σ(∂y)( dy)(δy) =
∑
	
∂
(
δˆP dx− dˆPδx
)
− 1
2
∑
	
Tr
(
∂ˆ[SR( dx)(δx)]
)
+
1
s2
∑
	
Tr
(
∂ˆ[ dˆS.S.δˆS]
)
On calcule se´pare´ment les trois expressions
A =
∑
	
∂[δˆP dx− dˆPδx]
B =
∑
	
Tr (∂[SR( dx)(δx)])
C =
∑
	
Tr
(
∂[ dˆS.δˆS]
)
On utilise dans ce calcul le fait que l’on peut permuter circulairement les trois variations dans
chacune de ces expressions, ainsi que les identite´s
dˆδx− δˆ dx = [ d, δ]L = 0
dˆδˆP − δˆ dˆP = R( dx)(δx)P
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A =
∑
	
(∂ˆδˆPdx− ∂ˆ dˆPδx) +
∑
	
(δˆP ∂ˆ dx− dˆP ∂ˆδx)
= −
∑
	
( dˆδˆP − δˆ dˆP )∂ˆx+
∑
	
∂ˆP ( dˆδx− δˆ dx)
= −
∑
	
R( dx)(δx)P∂x
= P
∑
	
R( dx)(δx)(∂x)
A = 0
B =
∑
	
Tr
(
∂ˆS.R( dx)(δx)
)
+ Tr
(
S
∑
	
[∂ˆR]( dx)(δx)
)
+ Tr
(
S
∑
	
[R(∂ˆ dx)(δx) +R( dx)(∂ˆδx)
)
=
∑
	
Tr
(
∂ˆS.R( dx)(δx)
)
+ Tr
(
S
∑
	
R( dˆδx− δˆ dx)
)
B =
∑
	
Tr
(
∂ˆS.R( dx)(δx)
)
C =
∑
	
Tr
(
dˆS.δˆS∂S
)
+
∑
	
Tr
(
∂ˆ dˆS.S.δˆS + dˆ.S∂ˆδˆS
)
=
∑
	
Tr
(
dˆδˆS.S∂S
)
+
∑
	
Tr
(
∂ˆS.S.δˆ dˆS
)
=
∑
	
Tr
(
[ dˆδˆS − δˆ dˆS].S∂S
)
=
∑
	
Tr ([R( dx)(δx)S − SR( dx)(δx)].S.∂S)
=
1
2
∑
	
Tr
(
R( dx)(δx)S2 − S∂ˆS +R(dx)(δx)S2 − S∂ˆS
)
−
∑
	
Tr
(
R( dx)(δx)S∂ˆS.S
)
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=
1
2
∑
	
Tr
(
R( dx)(δx)S2∂ˆS + ∂ˆS.S2.R( dx)(δx)
)
C =
1
2
∑
	
Tr
(
[S2∂ˆS + ∂ˆ.S2].R( dx)(δx)
)
∇σ(∂y)( dy)(δy) = A− 1
2
B − C
s2
= −1
2
Tr
([
∂ˆS +
S2.∂ˆS + ∂ˆ.S2
s2
]
R( dx)(δx)
)
∇σ(∂y)( dy)(δy) = 0 quelles que soient les trois de´rivations ∂, d et δ qui commutent :
∇σ = 0
Q.E.D.
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